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CHIZIQLI FAZOLAR QISM FAZOLARINING TO‘G‘RI YIG‘INDISI VA
UNING XOSSALARI

Murtazakul Dosanov', Farrux Narbayev?, Rustam Xudoyqulov®
123 GulDU “Matematika” kafedrasi katta o‘qituvchilari

M,,M,,....M

Annotatsiya:Ushbu magolada s qism fazolar to‘gri yig indisi s=2

bo ‘Iganda yozilgan ta rifni umumlashtirish va S = 2 ol uchun yozilgan ekvivalent shartlarning S > 2
uchun ham o ‘rinli ekanligini ko ‘rsatishdan iborat.

Kalit so‘zlar:Vektor, vector fazo, qism fazo, to‘g‘ri yig‘indi.

Chizigli fazo tushunchasi matematikada asosiy tayanch tushunchalardan hisoblanadi. Quyida C bilan
kompleks sonlar, R bilan haqiqiy sonlar to‘plamini belgilaymiz.

1-ta’rif.Agar elementlari X,Y,Z,...bo ‘Igan L to ‘plamda quyidagi ikki amal aniqlangan bo ‘Isa:

. Ixtiyoriy ikkita X,Y € L elementlarga ularning yig ‘indisi deb ataluvchi aniq bir X+Y € Lelement
mos qo ‘vilgan bo ‘lib, ixtiyoriy X,Y,Z € L elementlar uchun

1) X+Y =y + X (kommutativlik),
2)X+(y+2)=(x+Y)+z (assotsiativlik),
3) L da shunday @ element mavjud bo ‘lib, X +6 = X (nolning mavjudligi),

4)shunday — X € L element mavjud bo‘lib, X+ (—X)=6 (garama-garshi elementning mavjudligi)
aksiomalar bajarilsa;
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1. ixtiyoriy X € L element va ixtiyoriy o son (& € R yoki o € C) uchun X elementning & songa
ko ‘paytmasi deb ataluvchi aniq bir O X € L element mos qo vilgan bo‘lib, ixtivoriy X,y € L va

ixtiyoriy @, sonlar uchun

5)a(BX)=(a B)x,

6)l- X=X,

N(a+ p)x=ax+ BXx,

g a(x+y)=ax+ay

aksiomalar bajarilsa, u holda L o ‘plam chiziqli fazo deb ataladi.

Ta’rifda kiritilgan I va II amallar mos ravishda yig‘indi va songa ko‘paytirish amallari deb ataladi.

Ta’rifda foydalanilgan sonlar zahirasiga (haqiqiy sonlar R yoki kompleks sonlar C) bog‘liq holda
chizigli fazo haqiqiy yoki kompleks chizigli fazo deb ataladi.

Bizga L chizigli fazoning bo‘sh bo‘lmagan L'gism to‘plami berilgan bo‘lsin.

2-ta’rif.Agar L' ning ozi L da kiritilgan amallarga nisbatan chizigli fazoni tashkil gilsa, u holda L'
to ‘plam L ning gism fazosi deyiladi.

Boshqacha qilib aytganda, agar ixtiyoriy X,y € L' va a,b € C(R) sonlar uchun ax+byeL’
bo‘lsa, L' gism fazo deyiladi.

Har ganday L chizigli fazoning fagat nol elementdan iborat {6’} gism fazosi bor. Ikkinchi tomondan,
ixtiyoriy L chizigli fazoni o‘zining qism fazosi sifatida qgarash mumkin.

3-ta’rif. L chizigli fazodan farqli va hech bo ‘Imaganda bitta nolmas elementni saqlovchi gism fazo xos
qgism fazo deyiladi.

1-misol. £, < C, < C C M fazolarning har biri o‘zidan keyingilari uchun xos qism fazo bo‘ladi.

4-ta’rif. V chizigli fazoning M va N gism fazolarining kesishmasi M M N fagat nol vektordan
iborat bo‘lsa, u holda M va N gism fazolarning yig‘indisi M + N ni to‘g‘ri yig‘indi deb ataladi. Bu

holda M +N ni M @ N deb yozamiz, ya'ni M mN:{ﬁ}:M +N=M@N.

1-tasdiq. Yig‘indisi V chizigli fazoni beruvchi M va N gism fazolar uchun quyidagi shartlar
ekvivalentdir:

aV=M®N,
b)V fazoga tegishli har qaysi @ (Vé eV) vektornib + € yigtindi ko‘rinishdabir qiymatli
tasvirlanadi, bu yerda beM,GeN;

V) Shunday &€V vektor mavjudki uni b +C ko‘rinishda bir qiymatli tasvirlash mumkin, bu erda
beM ,CeN dir;
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9) 0 vektorni M va N dan olingan vektorlarning yig‘indisi ko‘rinishida bir qiymatli tasvirlanadi ya’ni
0=0+0

d) Agar E vektorlar sistemasi M da bazis bo‘lsa, E,vektorlar sistemasi esa N da bazis bo‘lsa, u
holda E, U E, vektorlar sistemasi V da bazis bo‘ladi;

e) dimV =dimM +dimN

Isbot. a) = b)

Faraz gilaylik birorta @ vektor ikkita har xil tasvirga ega bo‘lsin, ya’ni d = 61 +C = 62 +C, , bu yerda
b,b,e M, ,C, eN.Uholda b —b, =¢,—C bo‘ladi.

Noldan fargli b,—b, vektor M ga qarashli va u G, —G, vektorga teng bo‘lgani sababli N ga tegishli
bo‘ladi. Shunday qilib M ~ N kesishma noldan fargli b —b, vektorni oz ichiga oladi, bu esa

MnNN= {6} degan shartga ziddir. Demak a) = b) implikatsiya isbotlandi.
b) = v) implikatsiya trivialdir.

V) = @) implikatsiyani tekshiraylik. Faraz gilaylik 0= 0+ O tasvir bilan birgalikda O = b, + ¢, trivial
bo‘lmagan tasvirga ega bo‘laylik, bu yerda 61 # 6, C # 0 61 e M,C e N. U holda b)banddagi &
vektor a=b+ C, beM ,ceN tasvir bilan bir vagtda

é’:é+6=(5+6)+(51+61)=(6+61)+(6+61), ya’ni §:(6+51)+(6+61)tasvirga ega
bo‘lamiz. b, #0=>b +b #b, ¢, 0= ¢+, #C. Ziddiyatni hosil gildik. Demak, faraz noto‘g‘ri
va 0 =0+ Otrivial yagona tasvirga egadir.

Endi @)= d)implikatsiyani isbot gilaylik. E, ={a,,...,d,} vektorlar sistemasi M da,
E, ={B,,....b, | vektorlar sistemasi N da bazis bo‘lsin. V =M +N bo‘lgani tufayli E = E, UE,

vektorlar sistemasi V fazoda to‘ladir. Hagiqatan ham agar VX eV vektorni olsak, u holda
V =M + N bo‘lgani uchun X =M+ N bo‘ladi, bu yerda MeM va ne N dir.

Unda MeM=M=qd+.+a,a, AcN=>n=48b+...+4b. Demak
X=M+0=ad+.. . +a,a +pB0+..+830D, Shunday gilib V=Ls(E), yani Evektorlar
sistemasi V da to‘ladir.

Endi uning chiziqli erkli ekanligini ko‘rsataylik

@ +..+a, 8 +pb+..+pb =0
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oy, +...+a @ vektorni d bilan, B +...+ S, b vektorni esa b bilan belgilaymiz va d+b =0
ga ega bo‘lamiz. Bundan () bandga muvofiq @ =0 va b=0 boladi. Ammo

o +..+a,8 =0, Ab+.+Bb=0 tengliklardan hamda E,va E,sistemalarning chizigli
erkliligidan ¢; =0,i=1,...,mva B, =0, J=1,...,nbo‘lishi kelib chiqadi, ya'ni E=E UE,
sistema chizigli erkli ) = d) implikatsiya isbotlandi.

d) = e) implikatsiya trivialdir.

e) = a) implikatsiya 1- tasdiqdan bevosita kelib chigadi. Hagigatan ham 1-tasdiq shartiga ko‘ra
V=M+N dir

dimV =dimM +dim N bo‘lsin. 1-tasdiggamuvofiq
dimV :dim(M + N):dimM +dimN —dim(l\/l ) N) ga ega bo‘lamiz. Bu tengliklardan

dim(M ~ N ) =0ni hosil gilamiz. Buesa M NN :{6} ga ekvivalentdir, ya’ni V. =M @ N dir.
1-tasdiq isbotlandi.
M to‘plam V chizigli fazoning qism fazosi bo‘lsin. Agarda N <V gism fazo uchun V =M @ N

tenglik o‘rinli bo‘lsa N <V qism fazoni V fazoda M <V qism fazoning algebraik to‘ldiruvchisi
deyiladi.

2-tasdiq. Chekli o‘lchamli V chizigli fazoning ixtiyoriy M gism fazosi uchun algebraik to‘ldiruvchisi
mavjud. Bunda agar O<dimM <dimN bo‘lsa, u holda algebraik to‘ldiruvchi bir qiymatli
aniglanmaydi.

—

Isbot. M gism fazoning €,...,6  bazisni olaylik va uni butun V  fazoning

E= {él yoorr€,6 ,én} bazisgacha  to‘ldiramiz. U  holda  1-tasdigga  muvofiq

m+Lre s
N = LS(ém +1,...,§n) gism fazo M qism fazoga algebraik to‘ldiruvchi bo‘ladi. Hagigatan ham
dimV =n=m+n—m=dimM +dimN bo‘lganidan 1-tasdiqga muvofiq bu esa M "N = {6}
ga ekvivalentdir, ya'ni V =M @ N dir.

Endi  bir giymatli  aniglanmasligini  isbot  qilaylik. E bazis  bilan  birgalikda

E'={€.....6,.8.1. .6 ,E +8&vektorlar sistemasini qaraylik. Ebazisdan E' sistemaga o‘tish

matritsasini yozaylik
e1=1.6+0-6,+...0-€,

e2=0-6+1.6,+...0-€
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10...1
01...0

C= detC =10
00...1

Demak, C matritsa E bazisdan E'sistemaga o‘tish matritsasi bo‘ladi. C matritsaning xosmasligi tufayli

E'sistema 1-tasdigga muvofiq V fazoning bazisi bo‘ladi. U holda N, =Ls(&,,,,...,€,, & +&)
gism fazo M ga algebraik to‘ldiruvchi bo‘ladi. N va N1 to‘ldiruvchilar har xil bo‘ladi, chunki
€ +€,eN,\N. Hagigatan ham agar & +& €N bo‘lsa, u holda & =(€ +€)—8& €N va
geMnN : Bu esa V =M @ N tenglikka ziddir, chunki
V=M®NSMNN={0}=€&MNN ikkinchi tomondan esa &M va
€ e N=6 €M NN . Tasdiq ishotlandi.

5-ta’rif. Faraz qgilaylik M,,...,M|
V =M, +...+M, vaixtiyoriy i =1,...,Suchun

lar V chiziqli fazoning qism fazolari bo‘lsin. Agarda

M, A(M,+..+M_, + M, +...+ M) ={0} 4)

i+1
munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda V ni bu gism fazolarning to‘g‘ri yig‘indisi deb ataladi va
V=M,®... &M deb yozamiz. Bu ta’rif S=3bo‘lgan hol uchun 1.1 ta’rifning umumlashmasi
bo‘ladi.

3-tasdiq. Yig‘indisi V chizigli fazoni beruvchi M,...,M_qgism fazolar uchun quyidagi shartlar
ekvivalentdir:

aV=M®S..eM;
b)V ga qarashli ixtiyoriy & (Vﬁ eV ) vektor M ga garashli & vektorlarning yig‘indisi ko‘rinishida
bir giymatli tasvirlanadi;

V) M;ga qarashli & vektorlar yig‘indisi ko‘rinishida bir giymatli tasvirlanuvchi V ga garashli @
vektor mavjud;

g) nol vektor M i lardan olingan vektorlar yig ‘indisi ko‘rinishida bir qiymatli tasvirlanadi;

d) agar E;lar M. larda bazis bo‘lsa, u holda E, U...\UE vektorlar sistemasi V da bazis bo‘ladi;
e) dimV =dimM, ®...®dimM_

Isbot. 1-tasdigni qo‘llab qo‘shiluvchilar soni S bo‘yicha induksiya bilan olib boriladi.

Hagigatan ham &) = b) implikatsiyani qaraylik. V =M, ®...®M_ekanligidan V =M, +...+ M,
bo‘libixtiyoriy 1 =1,...,S uchun



] .
Budarr,s

FAN, TA'LIM, MADANIYAT VA INNOVATSIYA Jild: 03Nashr: 4(2024)

M, A (My+...+M, + M, +...+M,)={0}

i+1
bo‘ladi. Unda I-tasdigga muvofig V =M, @ (M, +...+ M, ; + M, +...+ Ms)z{ﬁ}bo‘libv ga
tegishli ixtiyoriy @ vektorM; ga va M;@...®M, , ®©M, _, D... ®M_ga tegishli bo‘lgan vektor
yig‘indisi ko‘rinishda bir qiymatli tasvirlanadi, ya'ni d=8& +X, bu yerda @ eM,,
X E(Ml@...@MH @ |\/|i+1@...@|\/|s). Unda induksiya faraziga ko‘ra
X=8+...+8 ,+8a,+...+8,  ko‘rinishida  bir  qgiymatli  tasvirlanadi, bu yerda
aeM,,....4,eM _,,8,eM La,eMq.

i1+l i+10

Demak, d=4& +...+8_, +& +d ,+...+a bo‘lib V ga qarashli ixtiyoriy & vektor M, gaqarashli
a, vektorlarning yig‘indisi ko‘rinishida bir giymatli tasvirlanadi. Demak, a) = b) implikatsiya
isbotlandi.

Unda oxirgi jumladan M gagarashli & vektorlar yig‘indisi ko‘rinishida bir giymatli tasvirlanuvchi V
ga tegishli bo‘lgan & vektor mavjud deyish mumkin. Bu bilan b) = v) implikatsiya isbotlandi.

Endi v) = g) implikatsiyani garaylik. Faraz gilaylik 0= 61+ 62 +... +65 ko‘rinishda tasvirlangan
bo‘lsin, bu yerda B €M, ,i=1,...,s. Unda O=b + (b, +... +b,) 1-tasdigga muvofiq b,=0 va
62 +... +6S =0 deyish mumkin. Unda induksiya faraziga muvofiq 6. =6deyish mumkin, bu yerda

1=2,...,5. Demak nol vektor Mlardan olingan vektorlarning yig‘indisi ko‘rinishida bir qiymatli
tasvirlanadi.

Endi g)=d) implikatsiyani tekshiramiz. Shartga ko‘ra V =M,+ M, +...+M_bo‘lib
V= |\/|1+(|\/|2+...+|\/|S) deb yozish mumkin. E; lar M, larda bazis bo‘lgani uchun induksiya

faraziga ko‘ra E,\U...UE vektorlar sistemasi M, +...+M_ qism fazoda bazis bo‘ladi. Unda 1-

tasdigga muvofiq E, WE, ... \UE vektorlar sistemasi V da bazis bo‘ladi. g)=>d) implikatsiya
isbotlandi.

d) = e) implikatsiyani garaylik
M, N(M,+...+M_, + M,
M; NLs(M,U...UM,,; UM

+...+M,)={0} =
U...UM,)={0}

i+l

=M, ﬁ(Mlu...UMi_lUMi+1U...U|\/|S)={6}:> M, "M, ={0}
ixtiyoriy 1 # j daDemak,
dimV =dimM, +dimM, +...+dimM..

e) = a) implikatsiyani qaraylik
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dimV =dimM, +dimM, +.. .+ dimM = ixtiyoriyi # jdaM; "M, ={0}, chunki tasdiq
S = 2uchun to‘geri bo‘lib S —luchun esa induksiya faraziga ko‘ra to‘g-ri

=M, n(M,L...UM_ ;UM u...uMs)z{f)}:

i+1
M, N Ls(M,U...UM,;; UM, U...UM,)={0}
=M, (M +...+M, + M +...+M,) ={0}

va

V=M+M, +...+M,

ekanligidan V =M, ® M, ®...®©M,bo‘ladi.

2-misol. A= (aij )kvadrat matritsa agarda a; = a;;bo‘lsa, simmetrik matritsa, agarda &; =—a; bo‘lsa
kososimmetrik  (qiyasimmetrik) matritsa deyiladi. A€ M_ barcha simmetrik (kososimmetrik)
matritsalar to‘plamini M sim (I\/l :OSOSim)Orani belgilaymiz. M jim va M :OSOSim qism to‘plamlar M
fazoning gism fazolari bo‘lishi va M =M ™™ @ M ****™bo*lishi tushunarlidir.

Hagigatan ham, A,Be M ", A:(aij ), B :(bij )bo‘lsin. Unda & +b;=a; +b;. Demak
A+B :(aij +h; ) eM", aa; =cajekanligidan A= (aaij ) e M . Demak M " to‘plam
M, da gism fazo ekan.

A,BeM ™" A=(a;), B=(b;)bolsin. Unda

a; =-a;, by =-D

, i aij+bij=—aji—bji=—(aji+bji), A+B=(cij)
deyilsa

C; =a; +b; = —(Cij) A+Be M:OSSim, aa; =—-aa;,
Demak, M ™ to‘plam M da gism fazo ekan.

VAe M, matritsa uchun

A:(ai.): a8y —ay | _(3+a) (34—, o = 3 +ay _a;+a .
: 2 2 2 2 : 2 2 .

a; +a; . a.—a,
Demak, (Mj eM ™, ——F =74 debolsak
2 2 !
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a. .
bo‘ladi. Demak, (%) eM :Oss'm. Bulardan

Mn :Msim +M:038im, ‘v’(aij)e Mr?im ﬁMrITOSSim, (aij)e Mrfimva (aij)e M:OSSim

bo¢

ladi. Bulardan esa o;; = o j;va o;; = —;; ega bo‘lamiz. Bu tengliklarni hadma-had qo‘shib topamiz

20;; =0=¢; =0. Demak, M rfim NM :OSSim ={0}yuqoridagilarni e’tiborga olsak
M =M sim M kossim
n n n )
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